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Zur Bose-Statistik 1 

V o n G E R H A R D SCHUBERT 

Aus dem Laboratorium für Technische Physik der Technischen Hochschule München 

(Z. Naturforschg . 1, 113—120 [1946]; e ingegangen am 2. November 1945) 

Es wird zunächst gezeigt, daß es für die Bose-Statist ik gleichgültig ist, ob man als 
maximale Besetzungszahl der einzelnen Energieniveaus die Teilchenzahl N des ganzen 
Systems, wie kürzlich G i o v a n n i G e n t i l e jr. vorgeschlagen hat, oder unendlich, wie 
man es bisher getan hat, annimmt. Es folgt dies nicht nur aus der Wellenmechanik, son-
dern auch aus der mit Hilfe der D a r w i n - E o w l e r s e h e n Anwendung der Sattelpunkts-
methode gewonnenen B os e - Verteilungsfunktion, die auf Glieder der Ordnung 1/N und 
kleiner erweitert wird. Aus der Abschätzung der Erweiterungsglieder schließen wir, daß 
bei tiefsten Temperaturen sämtliche Zusatzglieder berücksichtigt werden müßten, daß 
deshalb dort auch die erweiterte B ose -Formel ihre Brauchbarkeit verliert. Mittlere 
Besetzungszahlen und mittlere Energie des B ose -Gases am absoluten Nullpunkt wer-
den ohne die F o w l e r sehe Metbode hergeleitet. 

T T T i r betrachten ein allgemeines mechanisches 
V V System von N Teilchen, das die Voraussetzun-
gen der statistischen Mechanik erfüllen soll, z. B. 
N Gasatome, die in ein Gefäß vom Volumen V ein-
geschlossen sind. Bei der F e r m i - und der B o s e -
Statistik werden im Gegensatz zur klassischen 
Boltzmann-Statist ik die Teilchen als ununter-
scheidbar angesehen. Während sich aber bei der 
Fermi-Statistik höchstens ein Teilchen in einer 
Zelle des Phasenraumes befinden darf, ist diese 
Zahl bei der Bose-Statistik unbeschränkt. 

Nun hat G i o v a n n i G e n t i l e jun.2 vorgeschla-
gen, eine beliebige feste Zahl M von Partikeln 
höchstens je Zelle zuzulassen. Die Fermi-Stat i -
stik erscheint dann als Sonderfall M = 1. Für die 
B o s e - Statistik nimmt G e n t i l e ausdrücklich 
M = N und nicht M = oo an, wie es bisher immer 
geschah, weil nicht mehr als N Teilchen vorhanden 
sind, die in einer Zelle untergebracht werden kön-
nen. Er glaubt mit M = N eine wesentliche Verbes-
serung der B ose-Statistik erreicht zu haben. Son-
stige M führen zu einer von ihm „intermediär" ge-
nannten Statistik. 

Wir wollen zum Vergleich die sich ergebenden 
Verteilungsfunktionen anschreiben. Es seien e 

1 Die Arbeit wurde 1944 verfaßt, der Z. Physik ein-
gesandt, ist dort aber nicht mehr erschienen. 

e2 . . . die möglichen Energiewerte eines Teilchens 
und n. die mittlere Anzahl von Teilchen, welche die 
Energie e. besitzen. Dann gilt3: 

a) für allgemeines M ( G e n t i l e ) 

n _ 1 _ (M + 1) 
1 / e \ 1 / (M + 1) e. 
- exp •' — 1 exp - — 

r \ k T1 r» + 1 \ kT 

b) für M = oo ( B o s e ) 

v ^ l k V " 1 

- 1 

(1) 

(2) 

Dabei ist r ein Parameter, der aus der Bedingung 

oo 

j = i 

zu bestimmen ist. 
Der Vorschlag G e n t i l e s , im Falle der B o s e -

Statistik in seiner Formel (1) M = N zu setzen, 
weil tatsächlich bei gegebener Teilchenzahl N 
höchstens N Partikel in einer Zelle sein können, 
scheint zunächst bestechend. Es ist daher wün-
schenswert zu untersuchen, ob dadurch tatsächlich 

2 Osservazioni sopra le statistiche intermedie. Nuovo 
Cimento Ann. XVII , N. 10 [1940]. 

3 Wir schreiben im allgemeinen exp (z) statt ez. 
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eine Abänderung der B ose-Verteilung bewirkt 
wird und wenn, wie diese dann aussieht. 

Hingegen ist der Fall der intermediären Statistik 
von G e n t i 1 e uninteressant, weil aus wellenmecha-
nischen Betrachtungen folgt, daß diese intermediäre 
Statistik nicht realisiert werden kann, wie A. S o m -
m e r f e l d 4 sofort bemerkt hat. Die Wellenfunktion 
eines Systems von N gleichartigen ununterscheid-
baren Teilchen darf nur symmetrischen oder anti-
symmetrischen Charakter besitzen. Dies schließt 
man aus der algebraischen Theorie der Permuta-
tionsgruppe (vergl. etwa 5). Die antisymmetrische 
Wellenfunktion läßt sich in der Form der bekann-
ten Slatersehen Determinante schreiben, aus der 
ersichtlich ist, daß sich gemäß dem P a u l i - P r i n -
zip nur null oder ein Teilchen in einer Zelle des 
Phasenraumes aufhalten dürfen. Dem entspricht 
die Fermi -Dirac -Stat is t ik , die uns hier nicht 
weiter beschäftigt. Bei der symmetrischen Wellen-
funktion ist die Zahl der Partikel je Zelle unbe-
schränkt. Hieraus entspringt die B o s e - E i n -
ste in-Statistik. Die systematische Entwicklung 
der statistischen Mechanik aus der Quantenmecha-
nik heraus läßt eben erkennen, daß primär nicht 
die maximale Besetzungszahl der Zellen, sondern 
der Charakter der Permutationsgruppe über das 
statistische Verhalten der Teilchen entscheidet. 

Was nun die B ose-Statistik betrifft, so werden 
wir mit Hilfe der D a r w i n - F o w l e r s e h e n Sattel-
punktmethode feststellen, daß der Vorschlag, die 
Bose -Formel (2) um das Gent i l e s che Glied 
zu erweitern, inkonsequent ist. Man läßt nämlich 
bei der gewöhnlichen Bose-Formel Glieder von 
der Größenordnung 1/N weg, während das G e n -
tilesche Glied von der Größenordnung e—N ist. Es 
läßt sich streng zeigen, daß M — N und M — oo 
exakt auf dieselbe Verteilung führen. Ferner geben 
wir das Glied der Größenordnung 1/N an, um das 
man die nicht ganz strenge Bose -Formel (2) er-
weitern muß, damit sie bis auf Glieder der Ord-
nung N - 3 , 2 richtig ist. Von Wichtigkeit ist die Tat-
sache, daß für T —• 0 alle weggelassenen Glieder 
berücksichtigt werden müßten, weil sie für 0 
nicht mehr von der Größenordnung 1/N und kleiner 
sind, sondern mit dem B ose sehen Glied vergleich-
bar werden. Am absoluten Nullpunkt selbst be-
finden sieh alle N Teilchen auf dem tiefsten Energie-
niveau. 

4 Ber. dtsch. chem. Ges. 75,1988 [1942]. 
5 E. F u e s , Einführung in die Quantenmechanik. 

Leipzig 1935. 

I. A b l e i t u n g der V e r t e i l u n g s f u n k t i o n 

Unsere Voraussetzungen sind die in der statisti-
schen Mechanik üblichen (vergl. etwa Die aus 
der S c h r ö d i n g e r -Gleichung folgenden Energie-
Eigenwerte Sj, &2 • • • eines Teilchens können ohne 
wesentliche Beschränkung der Allgemeinheit als 
nicht-entartet angenommen werden, so daß 

b1 < e, < E3 . . . 
gilt. Eine Entartung könnten wir jederzeit berück-
sichtigen, indem wir gewisse e. einander gleich 
setzen. 

Zur Herleitung der Verteilungsfunktion dient 
uns, weil mathematisch am strengsten durchführ-
bar, die D a r w i n - F o w l e r sehe Methode in der 
von E. S c h r ö d i n g e r 7 vorgezeichneten Form8. 
Die Ableitung aller interessierenden Mittelwerte 
erfolgt dabei aus der P l a n c k s c h e n Zustands-
summe. Diese wird folgendermaßen definiert (vergl. 
S c h r ö d i n g e r ) : 

Ein möglicher Zustand unseres Systems wird 
durch Zahlen n. gekennzeichnet, welche angeben, 
wieviele Teilchen die Energie s. besitzen. Die Ener-
gie des Systems ist in diesem Zustand 

2 n.e.. 

Die Zustandssumme des Systems von N Teilchen 
ist dann: 

Z N = 2 exp (— 1 

l 2 n i = N 
k T r V i ) - (3) 

Die Summe geht also über alle Besetzungen, die 
bei gegebener Teilchenzahl N möglich sind. Statt 
Gl. (3) können wir auch schreiben: 

z v = 2 n exp l -
< V DJ = N) j 

n. t. j i 
kT (3 a) 

Wir vermögen uns von der Nebenbedingung ¿"n^ 
= N auf folgende Weise freizumachen: Wir multi-
plizieren (3 a) mit wN, wobei w eine komplexe 
Veränderliche bedeutet. Dann ist: 

V ZNW*= V [J wn.eXp -
N n i = 0 j 

n. e. 
,I J 

kT (4) 

0 P. J o r d a n , Statistische Mechanik auf quanten-
theoretischer Grundlage. Braunschweig 1933. 

7 Physik. Z. 27,95 [1926], 
8 G e n t i 1 e bedient sich, wie meist üblich, der S t i r -

1 i n gsehen Formel in der Gestalt logN! = N logN — N. 
Dies ist inkonsequent, da hier bereits Glieder der Grö-
ßenordnung 1/N weggelassen sind. 



Hier können wir nun die Summation über die n̂  
(geometrische Reihen) ohne die Beschränkung 
^n- = N ausführen und erhalten: 

2 z x wN = j7 

X. = exp 

1 — (wx.)M + 
1 — w x. 

J 
e. \ - J < 1 • kT ) 

(5) 

Die Zustandssumme für eine bestimmte Teilchen-
zahl N ergibt sich also als Koeffizient von wN in 
der Entwicklung des Produktes über j in (5) nach 
Potenzen von w. Der Residuensatz der Funktionen-
theorie liefert hierfür: 

JJ 1 ~ 'W V z 1 
dw. (6) 

Der Integrationsweg umläuft dabei den Tunkt 
w — 0 im positiven Sinne. 

Wir schließen aus (6) — einer Bemerkung von 
J. M e i x n e r folgend — unmittelbar, daß die Fälle 
M = N und M — oo auf dieselbe Zustandssumme 
führen. Es ist nämlich: 

n [ I - (W XJ)M ! r 11 [I — (wsjr + 'j 
I i dw 

wN + 1 /7( i —wx,) 

= 1 f 2.11 J 
O 

1 _ W N + 1 VXJ.N + 1 + W 2 N + 2 Y (X X K ) N + 1 

j j. k d w 
w-v + 1 II [1 W Xj) 

L f 1
 d 2 n i J w^ + ' / K l - w x j ) 

bei der Summation der geometrischen Reihen in (4) 
gleich bis M = cc aufsummiert hätten. 

Das Gent i l esche Glied in (1) stellt nun keines-
wegs das Korrektionsglied 1. Näherung einer ver-
besserten B ose-Formel dar, sondern ein Glied 
einer sehr viel höheren Näherung. Deshalb ist es 
wichtig, die Korrektionsglieder der B o s e - For-
mel (2) in aller Konsequenz zu entwickeln. Dazu 
dient uns das Integral (6). Der Integrand ist eine 
meromorphe Funktion mit einem Pol (N- j - l ) t e r 
Ordnung bei w = 0 und einer wesentlich singulä-
ren Stelle im Unendlichen. Längs der positiv reel-
len Halbachse sind die Funktionswerte reell und 
besitzen ein Minimum an einer bestimmten Stelle, 
die wir r nennen wollen. Dieses Minimum stellt 
seinerseits auf dem Kreise um w = 0 mit Radius r 
ein Maximum dar, weil der zweite Differential-
quotient des Integranden nach wr auf der betrach-
teten Halbachse positiv, senkrecht dazu aber nega-
tiv bei gleichem Betrag ausfällt. Der Punkt w = r 
ist also ein Sattelpunkt. Da man es praktisch immer 
mit sehr großen Werten für N zu tun hat, so sind 
Minimum und Maximum sehr scharf ausgeprägt 
und legen deshalb die Anwendung der Sattelpunkts-
methode zur Auswertung des Integrals nahe: 

Nullsetzen des ersten Differentialquotienten des 
Integranden liefert für den Sattelpunkt w = r eine 
Bestimmungsgleichung. Man erhält diese am be-
quemsten, indem man die logarithmische Ableitung 
des Integranden gleich Null setzt: 

N + 1 = 2 l (M 
1 

Dabei muß der Integrationsweg den Punkt w = 0 
im positiven Sinn umlaufen, darf aber keinen der 
Punkte w = 1/x. einschließen. 

Das letzte Integral mit derselben Vorschrift für 
den Integrationsweg hätten wir erhalten, wenn wir 

\(T NM + 1 i ' ' "V \ 

1) ( R XJ)M + 1 ) 

j U - r x j l - ( r x j ) « - M /• 
Wir legen durch den Sattelpunkt den Integrations-
weg, indem wir im Integral (6) 

<P (8) 

substituieren. Nun entwickelt man den Integran-
den in der Umgebung der Stelle w = r folgender-
maßen : 

Dabei ist: 

iff) Y 1 1 — ( r e " x.)' . (r e 1^)- N - 1 n . J - exp v cpV (l. Xj) 
j 1 — r e1^ Xj \v = 0 v\ 

f 0 = _ ( N + l)logr + 2 ' { l o g ( l - ( r x / , + ! ) - l o g ( l - r x . ) J , 
j 
r rx. (M + 1) (rx.)M + \ 

f, = - i (N + 1) + i 2 - r — 4 — MJ'. — , 
j \ 1 — (r Xj) J 

i = _ ( r 3 _ (M + 1)" (r Xj)M + 1 | 
1 \ ( l - r x j ) 2 (1 - (r x.)M + 1)s J ' 

(9) 

(10) 

(10 a) 

(10b) 
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f r x . + ( r x . ) 2 ( M - f l ) s ( f r x .)M + 1 + ( r x . 1 2 M + ä ) ) 
»= = 21 , - - ; ] — L \ usw. (ioc) 

j \ ( 1 - r x . ) 3 ( l - ( r x / + 1 ) J | 

Wegen Gl. (7) ist f 1 = 0 . (IIa) 

Ferner schreiben wir: 

f, = — Fg, f3 + 2 »' = 1 F3 + 2 »" f4 + -2V = F4 + 2V (»' = 0,1,2). (IIb, c, d) 

Damit wird aus unserem Integral (6 ) : 
ji 

1 1 — fr X;1M + 1 r / F F \ • + • (12) 

Jl 

Die Sattelpunktsmethode ist jedoch nur dann zweckmäßig, wenn F» ^ 1 (13) 

ist. Damit der Integrationsweg nur einen Paß überschreitet, der wesentlich zum Integral beiträgt, wäh-
rend der Integrand längs des übrigen Weges nahezu Null ist, muß mindestens gelten: 

Dabei ist O das L a n d au sehe Größenordnungssymbol. Zunächst nehmen wir die Größenordnungs-
beziehungen (13) und (14) als erfüllt an und gehen auf die physikalische Bedeutung später ein. 

Mit der Substitution = '/. wird aus Gl. (12) : 

z, = n . + , y j f . 
s j / 2 n rN / F , J 1 - r xj r 2 

M z V b ^ ^ V B -K^ft) V-•]'«• « 
Wenn wir von — oo bis + QO integrieren, so ist der Fehler gegenüber dem Integral (15) nur von der Grö-
ßenordnung e—f2. Man spaltet nun den Faktor e - * ' ab und entwickelt in eine Potenzreihe von/.9, wobei 
man die ungeraden Potenzen weglassen darf, da sie zum Integral nichts beitragen: 

+ • / e x p ( . . . ) d ^ = 2 [ l + O e - F « ) ] - - n } f A . 

f v ~ ' 2 ( 2 V ) ! F / 

00 ()VLF 
r 1 12 — 2 F„ oo " v 7 1 \ 

/ e - * [ l + ? % F > S + „ + Z 6 0 U p + . . . ] d * . (16) 
. / - 3 i V 1J = 0 (2 v)! F„v \*!J 
o 

Mit x2 = £ erhalten wir: 

+ , F f . y „p (..., „ , = „ + o ( 1) - , F f - r ( ! ) £ + r ( | ) ^ + 

s Da die Integrationsgrenzen eigentlicli + n ~y — sind, ist dies Vorgehen jedenfalls zulässig. 



Dabei wird 0 (e~F i ) gegen O vernachlässigt. Wir tragen Gl. (17) in Gl. (15) unter Berücksichtigung 

der Beziehung (14) ein, deren Berechtigung wir an dieser Stelle erkennen: 

= 2 2%!F 2 (r, X j f 
- + 0 kl (18) 

Aus der Zustandssumme sollen nun die mittleren Besetzungszahlen berechnet werden. Die statistische 
Mittelbildung auf Gl. (2) angewandt liefert: 

= 

2 exp ( — ^ j nj Sj (v n = N) 3 log ZN _ 9 log Z v 

2 exp 6j 
(V Dj = N) - \ k T j 

Mit unserer Zustandssumme (18) ergibt sich: 

3 — k T 
9 logr x 

(19) 
7. 

3 F„ / I " + 0 

1 — r x-

(M + l)(rx.)" 
1 / \M 

m + 1 

2 F2 9 X ; 

:2 2v(V-1)!F2V + 1 \ 
+ (20) 

l + 2 
v = 2 2V v ! F r 

oder mit Benutzung der Gl. (10b) und (11 b ) : 

rxj + (rxj)s 

(M + 1) (r x ;y [1 - r x . (M + 1)! 

( r x ' / + 1 + ( r x . f I + s 

[ l - l r x / ^ F 

1 — r x - ( rx , ) m + 1 r x; o v I _ 1 ) ' ( " J ) M + M 
7 \ [ 1 - r x . i F [1 — (r xj )M ]'J j 

+ 0 (F2~ :"2) • (21) 

Der Index X bezeichnet denjenigen Energie-Eigen-
wert, dessen mittlere Besetzung bestimmt werden 
soll, während über den Index j summiert wird. Wir 
erinnern nochmals an die Bedeutung von 

x . = exp — K 
kT 

Das 1. Glied der Formel (21) ist gleich dem in der 
B ose-Statistik üblichen. Es entspricht also der 
B ose-Verteilungsfunktion. Das 2. Glied ist das-
jenige, um das G e n t i l e die Bose -Formel erwei-
tert hat. Wie wir später zeigen wollen, ist es gegen-
über dem B o sesehen Glied für r < 1 von der Grö-
ßenordnung e - N . Das 3. Glied ist von der Ordnung 
1/N. Man wird also konsequenterweise zunächst ein-
mal nur die Glieder der Größenordnung 1/N bei-
behalten: 

(Böse) (1. Korrektionsglied) 
rx., + (r x^)8 

. (21)+ 
(1 — rx.)3 • X A ( 1 - r x . ) * 

Man könnte aber von vorneherein im ursprüng-
lichen Boseschen Sinn mit unendlicher Be-
setzungszahl M = oo rechnen. Wiederholt man die 

Rechnungen, die zur Formel (21) geführt haben, 
Schritt für Schritt mit M = <», so erhält man die 
Formel (21)+. Wir bemerken, daß das Korrek-
tionsglied in (21)+ den Pol des B o se -Gliedes bei 
rx; = 1 gerade aufhebt. 

Nun müssen w ir die beiden Ergebnisse (21) und 
(21)+ miteinander vergleichen: 

Es scheinen für M = N und für M = oo verschie-
dene Verteilungsfunktionen herauszukommen, ob-
wohl nach der Gruppentheorie kein Unterschied zu 
erwarten gewesen wäre. Daß letzteres in der Tat 
auch aus den Gl. (21) und (21)+ abzulesen ist, 
folgt aus der Abschätzung derjenigen Glieder, um 
die (21) gegen (21)+ vermehrt erscheint. Wie wir 
unten zeigen werden, ist nämlich r < 1, solange die 
vorausgesetzten Größenordnungsbeziehungen (13) 
und (14) erfüllt sind. Für r-Werte, die nicht zu 
wenig kleiner als 1 sind, sind die (21) und (21) + 
unterscheidenden Terme von der Größenordnung 
rN, also exponentiell klein. Wir werden ferner be-
weisen, daß F 0 = 0 (N), so daß für r < 1 die stören-
den Terme den mit 0 ( F 2 _ 3 / 2 ) bezeichneten Glie-
dern zuzuordnen sind. Als verschärfte Bose-For-
mel, die noch Glieder der Ordnung 1/N, kleinere 



dagegen nicht mehr, enthält, haben wir sowohl im 
Falle M = N als auch im Falle M = x die beiden 
ersten Terme der Verteilungsfunktion (21)+ an-
zusprechen. 

II. G ü l t i g k e i t s g r e n z e n f ü r d i e a b g e -
l e i t e t e V e r t e i l u n g s f u n k t i o n 

Man kann nun eine Temperatur so angeben, daß 
r < a < l 

sein muß, damit die Gl. (22) erfüllt sind. So ist 
etwa für 

k T > £ i X 

1 1 > X, > x3 . . . X > 

woraus wir auf 
r « 

Um die physikalischen Bedingungen anzugeben, 
für welche die oben angegebene Verteilungsfunk-
tion (21)+ brauchbar ist, d. h. also für welche die 
Voraussetzungen(13)und(14) zutreffen,schreiben schließen. Wenn wir dagegen gemäß dem L o n -
wir die Gl. (7) für den Sattelpunkt in der Gestalt: donschen Vorgehen (vergl. etwa 10) die Summe 

N + 1 = 2 <P., 

1 — rx. - ( X + l) 
(r x.V 

(rx,) X+l 

(22 a) 

(22b) 

(wTir setzen M = N, da andere M nicht interessie-
ren). 

(22a) durch das erste Glied und ein Integral er-
setzen, so finden wir, daß a bei der kritischen Tem-
peratur der E i n s t e i n - Kondensation nur um eine 
Größe von noch niedrigerer Ordnung als 1/N klei-
ner ist als 1. 

Es folgen nun einige Abschätzungen. 
Aus Gl. (7) schließt man: 

(X + 1) = ^ j 
r x. 

j _ 
1 — r x. 

(N + l) ( r i / + 1 | > 2 | 

l - ( r x / + 1 j 3 T 1 

rXJ _ (N + 1 ) rN \ 
— rx. 1 — rx. > 

> 11 — (N + 1) aN ] 2 • 
j j 

Da andererseits für r < a < 1 die Glieder 
(N + 1) (rx)N + i 

1 — (r x.)N + i > o sind, fließt aus den Gin. (22 a) 

(24) 

und (22b ) : 2 

Die Unglgn. (24) und (25) ergeben zusammen 

Aus den Gl. (10b) und ( I I b ) schließen wir: 
r x. 2 

> N + 1 . 

(N + 1 ) < 2 1 —rx < 
N + l 

( l - r x ) a 

> ? 1 — rx 
rM(N + l)3 r x j 

1 — rN 1 — r x. 

1 — (N + 1) aN 

(N + l)'(rx.)N + i | 

3]» [ l - ( r x / + T I > 

> I i 
aN (N + l)a 

1 — ci* ] 

i - a * 1 
Aus den Unglgn. (26), (27) und (28) folgt: 

N + l 
(1 — a) [1 — aN (N + 1)] F„ 

> F„. 

r (N + D ' o M 

(25) 

(26) 

(27) 

(28) 

(29) 

Wenn man T so wählt, daß sich a von 1 nicht zu wrenig unterscheidet, dann ist F 2 von der Größenord-
nung N. Falls wir die oben erwähnte L o n d onsche Methode anwenden, finden wir z. B. für T = l,4Tkrit 
die Schranke a ̂  0,9, also F 9 tatsächlich von der Ordnung N. Weiter ist für r < a < 1: 

10 W . II. R e e s o m , Helium (Amsterdam 1942). 



I r x. + (r x.)2 (rx. )N + I f ( rx . ) 2 N + 2 9 rx. o ^ . n 
I F . I = y J J V J — (N + l ) 3 J J < " v - < ( + (3() i 

f | [ l - r x . f [ l - ( r x ) l + 1 ] ' ( l - r ) s 7 l - r x . (L - a) s [1 - (N + 1) «N ] 

Die Unglgn. (29) und (30) ergeben: 
F„ 4 1 _ ( 1 \ 

< . . . . - • = 0 T T I H • 0 " ) 
r (~ ) i yVb\) 3 ( l - « ) J [ l - ( N + ])aN] / N + l \/F2 

Entsprechend zeigt man, daß 
| F 4 + v | = 0 ( N ) ( v = 0 , 1 , 2 ) . ( 3 2 ) 

Damit ist die Größenordnungsbeziehung 

< ; 0 ( > . ) ( , , = 0 ' 1 ' 9 ) 

X \ 2 / - ' - (33) 
bewiesen. 

Läßt man nun T immer kleiner werden, so wird 
schließlich r > l und alle die Beziehungen (13) 
und (14) benützenden Schlüsse sind falsch. Im 
Grenzfall T - > 0 
bei Sj > 0 — eine aus wellenmechanischen Gründen 
bei festen Volumen V erfüllte Bedingung (siehe 
S c h r ö d i n g e r 0 ) —geht 

x. -> 0 , r - > °° • j ' 
Der Sattelpunkt wandert gegen die wesentlich sin-
gulare Stelle unseres Integranden (6) . Es dürfen 

jetzt in der Verteilungsfunktion keine Glieder 
einschließlich des G e n t i l e s c h e n mehr weggelas-
sen werden. Außerdem wäre die Frage, ob man 
über 9 von — 00 bis + 00 statt von — % bis + ic inte-
grieren darf, nochmals zu prüfen11. 

III. V e r h a l t e n d e s B o s e - G a s e s am 
a b s o l u t e n N u l l p u n k t 

Da für T - > 0 die Sattelpunktsmethode versagt, 
verwenden wir die Zustandssumme in ihrer ur-
sprünglichen Reihenfolge (3) und finden nach 
Gl. (17) durch logarithmische Differentiation die 
mittleren Besetzungszahlen: 

2 n;.77 xj "j 
• ( I n . = N) j 

v ™ 

( ^ n . = N) j 

Wir erhalten für das tiefste Energieniveau: 
_ N x * + (N — 1) x ,* ~ ' fx . + x3 + . . .) + (N — 2) x ,* - 2 (x.,2 -+ x2 x s + x, x4 + . . . + x3* + x3 x4 + . . . ) + . . . 

XjN + x N - 1 (x2 + X;j + . . .) + XjK - ^ (X^ + x2 x3 + x2 X4 + . . . "t Xg2 + X3 X4 + . . . ) + . . . 

N + (N - 1) [ exp ( - + . . . ] + (N - » [ exp ( _ + exp ( _ -» -M 4- . . . ] + . . . 

1 + H ( - V / - ) - ] + ( - ' V T 2 * ) + - ( - + • • ] (35) 

Wegen < s2 < e3 geht 

nt N (für T —>• 0 ) . (36) 

Ganz entsprechend folgt für T -> 0 

n o - f r 0 (v = 0 ,1 , 2 . . . ) . (37) 

Dieses Ergebnis hätte man auch ohne Rechnung 
anschreiben können. Wir beschränken uns deshalb 
darauf, ohne den trivialen Beweis für die mittlere 
Energie anzugeben: 

11 Hr. Geheimrat S o m m e r f e l d zeigte mir liebens-
würdigerweise kürzlich Sonderdrucke zweier unlängst 
erschienener Arbeiten von W e r g e l a n d (Verh. kgl. 
Norw. Wiss. Ges. X V I I , Nr. 13 u. 115), aus denen her-
vorgeht, daß man mit Hi l fe der G e n t i 1 e sehen Formel 

Ü N e, (für T - > 0 ) . (38) 

Dabei ist e1 der tiefste Eigenwert der S c h r ö d i n -
ger -Gle ichung für eine Partikel im Volumen V. 
Dieser Eigenwert hängt von der Gestalt des Ge-
fäßes ab, in dem sich unser betrachtetes System be-
findet. Für einen Würfel der Kantenlänge 1 findet 
man 

e, = — h" = A h : y - 2 / 3 . ( 3 9 ) 
8 l'J m 8 m 

eine Zustandssumme ableiten kann, wenn man eine der 
Gl. (22 a) entsprechende Summe durch ein Integral er-
setzt ohne das L o n d o n sehe erste Glied. Die Zustands-
summe gilt auch unterhalb der kritischen Temperatur 
der E i n s t e i n - Kondensation. 
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Allgemein schreiben wir die Nullpunktsenergie in 
der Form: 

v - 2/3 U 0 = 7 N — V (40) 

Dabei tritt ein Zahlenfaktor y auf, der von der Ge-
stalt des Gefäßes abhängt. Unter allen Hohlkör-
pern gegebenen Inhalts Y besitzt die Kugel den 
tiefsten Eigenwert. Dieser läßt sich unschwer be-
rechnen. Es gilt also stets 

1 / 4 ^ \ 2/3 

> (41) 
= 8 \ 3 

Die Nullpunktsenergie des F e r m i - G a s e s ist zum 
Vergleich 

U N 
3 N5/3 ( ^ 

4 0 V a 

2/3 
Ii2 v - 2/3 

Sie unterscheidet sich also von derjenigen des 
B o s e - G a s e s um einen Faktor der Größenord-
nung N2 /3 und ist von der Gestalt des Gefäßes prak-
tisch unabhängig. 

Die vorliegende Arbeit stellt die Erweiterung eines 
Vortrages im Seminar für theoretische Physik der Tech-
nischen Hochschule München dar. Den Leitern des Semi-
nars, Hrn. Prof . S a u t e r und Hrn. Prof . M e i x n e r , 
möchte der Verf. für fördernde Diskussionen danken. 
Sein besonderer Dank gilt Hrn. Geheimrat S o m m e r -
f e l d für wertvolle Anregungen. 

Die Quantenstatistik und das Problem des He II1 

V o n A . S O M M E R F E L D 

(Z. Naturforsehg. 1, 120 [1946]; e ingegangen am 1. Februar 1946) 

Zu diesem Problem sind inzwischen wertvolle 
Beiträge geliefert worden, auf die ich hier in 

aller Kürze hinweisen möchte, von G. S c h u b e r t 2 

einerseits und H. W e r g e l a n d 3 andererseits. 
Während die von mir übernommene Methode von 

G i o v a n n i G e n t i l e j r . die S t i r l i n g s c h e Grenz-
formel verwendete, die nur bis auf höhere Glieder 
in 1/N (N = Teilchenzahl) korrekt ist, hat Hr. 
S c h u b e r t die strenge Methode der Zustands-
summe und ihrer Berechnung auf dem D a r w i n -
F o w 1 e r sehen Wege durchgeführt. Er gelangt da-
bei zu einem Korrektionsgliede, welches von der 
Ordnung 1/N, also von einer viel höheren Größen-
ordnung ist, als das von G e n t i l e der B o s e sehen 
Verteilungsfunktion hinzugefügte exponentielle 
Korrektionsglied. Wenn man also die u. a. von 
G e n t i l e ausgesprochene, von mir geteilte Ansicht 
begründen will, daß die paradoxen Eigenschaften 
des He II auf der (scheinbaren) Singularität der 
B o s e sehen Verteilungsfunktion im E i n s t e i n -
schen Kondensationspunkte beruhen, so hätte man 
die van der W aal s sehen Kräfte, wie das S. 1994 

1 Nachtrag zur gleichnamigen Note in d. Ber. d. 
Dtsch. Chem. Ges. 75, S. 1988, Jubiläumsband 1942. 

2 Verg l . die vorangehende Arbe i t ; sie wurde mir 
vom Verf . freundlichst vor ihrem Erscheinen vor-
gelegt. 

meiner Note gefordert wurde, nicht in die G e n -
t i lesche , sondern in die exaktere S c h u b e r t -
sche Formulierung der Bose -Verte i lung einzu-
führen. Es ist zu erwarten, daß auf diesem Wege 
die S. 1991 meiner Note besprochenen Resultate von 
F. L o n d o n teils bestätigt, teils weitergeführt und 
vereinfacht werden können. 

Hr. W e r g e l a n d andererseits geht von der all-
gemeinen G i b b s s c h e n Statistik aus und gelangt, 
indem er in dieser die endliche Anzahl N der Teil-
chen berücksichtigt, zu einer der G e n t i l e s c h e n 
analogen Formulierung; von der S t i r l i n g s c h e n 
Grenzformel wird auch hier kein Gebrauch ge-
macht. Was sich dabei für das Problem des He II 
ergibt, könnte wieder erst nach Einführung von 
v a n d e r W a a l s sehen Kräften entschieden wer-
den. Sein Urteil über den Nutzen der G e n ti l e -
schen Statistik faßt Hr. W e r g e l a n d in einem 
Privatbriefe an mich dahin zusammen, „daß sie 
zwar wie die üblichen Verteilungsformeln auch nur 
eine Näherung, aber in wichtigen Fällen eine bes-
sere Näherung sei als diese, da sie z. B. die Null-
punkts-Schwankungen größenordnungsmäßig rich-
tig liefert". 

3 Kong. Norske Vidensk. Selsk. Forhandl. X V I I , 
Nr. 13 u. 15, S. 51 u. 63. 


